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量子动力学研究环状周期大分子运动的约化方法
宋庆飞１，陈　俊２，孟庆勇１＊
（１．西北工业大学应用化学系，西安７１００７２；２．厦门大学化学化工学院，厦门３６１００５）
　　摘要：介绍了一种约化大型周期分子运动方程的方案。基于路径积分形式的量子力学，环状周期大分子运
动与基体运动存在等价关系，因此完整体系的运动可以约 化 成 为 基 体 运 动。这 样 能 够 大 大 减 少 计 算 涉 及 的 自
由度，降低计算量，提高计算效率，从而基于现有计算资源实现大分子运动的量子力学模拟。
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引言
作为微观体系，分子运动必须通过数值求解量子力学运动方程得到精确描述。在波恩－奥本海默近
似条件下，需要先求解电子定态薛定谔方程获得电子能量，完成化学反应热力学分析；接着借助于电子能
量数据库通过数值回归或插值方法构建势能面；然后求解原子核的含时薛定谔方程获得原子核运动的含
时波函数；最后通过原子核波函数获得各种期待值并进行通量分析获得化学反应动力学信息。这种研究
化学反应的方案就是理论化学的“标准模型”［１～１４］。原则上，只要对一个反应完成标准模型计算，就可以
预言包括热力学和动力学在内的全部信息。一般来说，采用标准模型研究反应体系的计算量与体系的自
由度（与体系包含的原子核和电子数目有关）成指数关系［１～１４］。
但是，包括高分子在内的大型分子通常包含大量原子，加上这些原子所包括的电子，使得在现有计算
资源上用标准模型研究大分子体系是非常困难的［１５～２１］。为了解决这一问题，很多理论模型和计算技术
得到关注和发展。最为简便的方案是经典或准经典方案，它是标准模型的经典极限。根据这一方案，不
再求解电子薛定谔方程，大型分子的势能面用模型函数（比如分子力场）来描述，原子核运动的信息则通
过求解牛顿方程得到，以代替计算量巨大的求解原子核运动含时薛定谔方程。这种经典近似方案的计算
量与体系的自由度一般成线性关系，使得经典近似方案可以大大节约计算量，同时获得有一定价值的反
应热力学和动力学信息。由于经典近似方案的这一优点，使得其成为当前计算模拟大分子运动的成功而
流行的方法。然而，经典方法的劣势在于，它忽略了体系的微观特性，使体系的重要的量子力学效应（比
如零点 能 问 题、隧 穿 效 应 等）得 不 到 充 分 研 究。对 某 些 体 系，经 典 方 法 甚 至 不 能 得 到 合 理 的 结
果［４～６，１０～１４］。这一方法也没有能够指出忽略量子效应是否合理的定量指标。因此，经典近似方法不是一
种“从头算”方案。
由于标准模型计算量和体系自由度大小之间存在矛盾，因此非常有必要继续开发基于量子力学的新
模型方案，以使得标准模型能够应用于大分子。本文针对环状周期大分子体系的量子动力学算法，提出
新的约化方案，通过对标准模型进行修正以大幅减少计算量。文中将说明，环状周期大分子的运动可以
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通过约化而成为基体小分子运动的量子力学精确解。我们还将讨论量子力学求解基体小分子运动方程
存在的技术难点以及可能的解决方案。
本文首先介绍了模型和理论框架，随后介绍了基体运动问题，并通过几个例子对模型进行讨论以说
明这一模型的适用范围，并且进行了总结。
１　模型和理论
假设环状分子具有Ｎ 个基体，其中Ｎ 是一个比较大的自然数。如图１所示，Ｎ 个基体用谐振弹簧
链接，并且假设这些弹簧具有相同的力常数等性质。这一体系就是本文讨论的对象，它的运动问题就是
本文要解决的问题。为了方便下面的讨论，本文始终假设分子的基体处于相同的化学环境。下面我们证
明，环状周期分子的运动等价于基体分子的量子力学运动。这一命题说明，求解环状周期分子的运动方
程可以通过基体分子的全量子动力学完成。这就是大型分子体系与其基体之间的等效关系［１５～２０］。
图１　环状周期大型分子的构型以及能量曲线示意图
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采用路径积分形式的量子力学来证明，这时体系运动的传播子是
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它表示体系在时间ｔ内从坐标ｘ运动到坐标ｘ′的概率，而Ｓ是体系作用量，可以由体系的拉格朗日量对
时间求积分得到。在上式中我们假定时间ｔ被分成ε份而体系位移ｘ′－ｘ被分成Ｐ 份，并且有Ｐε＝ｔ。
根据体系传播子就可以得到自相关函数
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以及体系的各种性质。为了将体系放入正则系综讨论以引进体系的宏观运动，我们对传播子进行解析延
拓。令β＝ｉｔ／ｈ，将之代入式（１）得到
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根据统计力学系综原理，β表示绝对温标的倒数。于是，注意到体系哈密顿算子的形式是Ｈ ＝
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　　接着，我们将配分函 数 的 积 分 从 位 形 空 间 扩 展 到 相 空 间，就 可 以 得 到 基 于 相 空 间 积 分 的 配 分 函 数
形式
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其中Ｈｐｏｌｙｍｅｒ（ｘ１，…，ｘＰ，ｐ１，…，ｐＰ）是有效哈密顿算子，可以写成
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通过对比基体的哈密顿算子的形式，式（５）的物理意义是非常清楚的。第一项表示所有基体动能之和，第
二项是基体之间的所有谐振势之和，第三项是基体势能之和。因此，式（５）正是图１所示环状周期分子的
哈密顿算子，于是我们将之直接写成Ｈｐｏｌｙｍｅｒ。 这样就可以得到结论，基体运动与环状周期分子的运动是
等价的。
上面的讨论说明，环状周期分子的运动可以从基体的量子动力学得到。也就是说，只要详细求解基
体的运动方程，就可以利用上面的等价方法得到大型分子的运动方程的解。下面我们简要说明求解基体
运动的方法。
２　基体运动
为了求解基体运动方程，需要首先得到式（５）中的势能项Ｖ（ｘ）。 这一与原子核坐标有关的连续函
数称作势能面。为了得到这一项，需要首先针对不同原子核坐标运行大规模从头算能量计算以构建数据
库，然后基于此数据库对这一数据库进行拟合或插值［２２～２４］，最终得到解析形式 的 势 能 项［８～１４，２５，２６］。由
于运动方程求解的要求，拟合势能项的函数形式必须连续且具有足够的灵活性，通过参数的数值优化确
保拟合结果足够精确。２０１３年 以 来，以 神 经 网 络［２７，２８］为 代 表 的 机 器 学 习 算 法 拟 合 势 能 面 日 益 受 到 关
注［５～１４，２９～３１］。如图２所示，人工神经网络在输入层输入自变量，在输出层返回函数值。输入层和输出层
之间可以包含多个隐藏层，各隐藏层中包含有多个神经元，各神经元输入值是上一层所有神经元输出值
的线性组合，输入值经过激发函数映射后得到该神经元的输出值。
单输出双隐藏层前馈型神经网络常常被用于势能面的拟合，它的结构可以记作Ｉ－Ｊ－Ｋ－１，其中
Ｉ、Ｊ、Ｋ 和１分别表示第０层（输入层）、第１层（隐藏层）、第２层（隐藏层）、第３层（输出层）神经元数。而
第η层第ｊ个神经元的输出值可以写成
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其中，函数ｆ（η）（ｘ）是激发函数，ｙ（η－１）ｉ 是第η－１层第ｉ个神经元的输出值。式（６）中待定参数ｂ
（η）
ｊ 和
ａ（η）ｊｉ 分别是偏置和权值。为了保证最终输出结果处于合理的范围，通常令ｆ（η＝３）（ｘ）＝ｘ。 而在不涉及输
出层时（即η＝１，２时），常 常 使 用 非 线 性 函 数 作 为 激 发 函 数ｆ
（η）（ｘ）以 增 强 网 络 灵 活 性，比 如Ｓｉｇｍｏｄ
函数
·６７· 　　　　　　　高　　分　　子　　通　　报 ２０１９年１０月　
１０．１４０２８／ｊ．ｃｎｋｉ．１００３－３７２６．２０１９．１０．００８
图２　单输出双隐藏层前馈型人工神经网络结构示意图
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根据式（６）和（７）就可以构建神经网络势能函数，其中权值和偏置需要基于数据库进行数值优化，这个优
化过程称作神经网络的训练。
为了训练神经网络，需要先将数据库随机分为训练集和测试集两部分，训练集用于迭代优化权值和
偏置，测试集用于测试训练结果以免出现过拟合。为了优化权值和偏置并定量指示拟合精度，定义均方
根误差（ＲＭＳＥ）为
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１
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（Ｅ（ｉ）ＮＮ－Ｅ（ｉ）ｄａｔａｂａｓｅ）槡
２ （８）
其中Ｎ 是数据库数据点的数目。采用Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ［３２］等数值优化算法，迭代搜寻ＲＭＳＥ的极
小值，数值收敛之后就可以最终确定权值和偏置，从而完成势能面的拟合。
最近，运用上述方法，以 Ｈ＋Ｈ２ 反应体系为例，我们发展了坐标变换和能量阈值指标，基于多元统计
学方法中的偏差－方差权衡的概念，探讨了影响神经网络势能面精度的因素，提出了在较小数据库前提下
拟合势能面的思路，找到了适宜的神经网络结构和数据点，得到了多个不同规模的高精度势能面，并在实
际动力学计算中取得良好效果。这一方法既节省了神经网络的拟合时间，又降低了神经网络结构的复杂
度，减小了过拟合的程度，有利于在计算资源和计算速度限制下后续工作的顺利完成。
得到势能面之后，将哈密顿算子代入含时薛定谔方程进行求解，就可以得到基体的含时波包。对它
作有关分析计算之后，就可以计算得到反应几率、含时期待值等动力学信息。从而最终完成基体运动的
求解。根据第２部分的介绍，由基体运动就可以等价得到大环周期分子的运动信息。可见，求解含时薛
定谔方程是一个关键步骤。在给定边界条件和初始条件的情况下，目前求解含时薛定谔方程的方法有定
态和非定态两大类。前者基于定态量子散射理论，通过直接求解反应体系的散射矩阵来确定体系散射后
的状态［１０～１４］。这类方法通常计算量较大，适用于较小体系的态态反应散射计算。后者基于含时波包传
播算法，通过已知非含时基函数展开含时波包，将坐标与时间进行分离，接着对含时系数进行求解就可以
得到待解的含时波包［３３～３９］。这类方法不需要求解大量的本征方程，因而计算量较小，有利于对较大体系
的动力学计算［３３，３７～３９］。
３　讨论和结论
第１部分给出了本文的主要理论结果，即环状周期大分子运动等价于其基体的量子力学运动。这一
部分，我们通过讨论几个例子来说明上述结论的适用范围。
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首先讨论苯的运动。尽管苯是一个环状周期分子，它的基体是ＣＨ。但是它是一个刚性很大的平面
分子，基体受到很大的限制。因此，苯的基体之间的相互作用不能用简单的简谐振动势能来代替，也就是
说，苯原子核的哈密顿算子不能写成式（５）的形式。这就造成本文的理论结果对于苯是失效的，即苯的运
动不等价于其基体ＣＨ的运动。这一结论显然是符合实际的化学经验的。可见，本文的结果对于苯这样
的刚性分子是不适用的。
其次讨论非刚性分子，比如环己烷。与苯类似，环己烷也是环状周期分子，其基体是ＣＨ２。尽管环己
烷的基体已经较苯的基体自由得多，然而环己烷只有有限个构象说明其基体仍然不够自由，即仍然受到
限制。因此，环己烷的哈密顿算子也不能写成式（５）的形式，说明环己烷的运动依然不能等价于其基体的
运动。这也是符合实际化学经验的。
再次，我们讨论式（５）的形式以说明本文结论的适用范围。式（５）指出，如果期望环状周期分子的运
动与其基体量子运动具有等价关系，要求大型分子的哈密顿算子能够写成下面三项的和。第一项和第二
项分别是所有基体的动能和势能之和。这两项是平凡的，容易满足。第三项是基体之间的简谐振动势能
之和。这一项实际上是较高的限制，它要求基体之间的相互作用只能是简谐弹簧作用，而不能是其他类
型的相互作用（比如位阻作用、共轭作用等）。这就是本文结论成立的要求。
最后，真实环状周期分子的哈密顿算子的形式可以写成
Ｈ（ｘ１，…，ｘＰ，ｐ１，…，ｐＰ）＝∑
Ｐ
ｉ＝１
ｐ２ｉ
２ｍ＋
１
ＰＶ
（ｘｉ）（ ）＋Ｖｃｏｕｐ（ｘ１，…，ｘＰ） （９）
其中，第一和第二项分别是基体的动能和势能之和，第三项Ｖｃｏｕｐ（ｘ１，…，ｘＰ）是基体之间的相互作用。比
如苯和环己烷的哈密顿算子中，第三项通常是一个与基体坐标有关的复杂函数，包括了位阻和共轭作用
等复杂的关联。但是对于较大的周期分子，基体之间的键接方式常常只是简谐弹簧作用。这时就可以将
第三项写成简谐振动势能之和，这就回到了式（５）。这说明只有基体之间仅存在简谐弹簧相互作用时，本
文的结论才能成立。
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